Matematika Alm

4. Feladatsor

Sorozatok - Megoldasok

1. Feladat: A konvergencia definiciéja alapjan bizonyitsuk be, hogy az a, =
2n —1
2n+1
ng kiiszobszdmot. Hanyadik elemtdl (ny) kezdve esnek a sorozat elemei az
1 r = 1072 sugart teljes kornyezetébe?

Megoldds:
A definicié: minden € > 0 szamhoz létezik egy ng kiiszobszam, hogy min-
den n > ng esetén |a, —al < e.

sorozat 1-hez konvergdl, azaz minden pozitiv e-hoz adjunk meg egy

2n—1 -2 ; 3 —2 2

QZ-Q—I — 1| = |T+1| < €, mivel n > 0, ezert |T+1| = pr) - 2 <
2 1

e-(2n+1)—=2<2n+1—|=— 5 <n (ez megadja minden € esetén a
€

kiiszébszamot)

Ha e = 102, akkor ng = 10%2 — % = 99.5, tehat n = 100-t6l az a,, elemei

mind a hatarérték e sugart kornyezetébe esnek.

2. Feladat: Vizsgaljuk meg az aldbbi valds szamsorozatokat monotonités,
korlatossag és konvergencia szempontjabol. Adjuk meg - ha léteznek - a
sorozatok hatdrértékét, infimumét és szuprémumaét.

_2n-—1 b — n?+1
S 3n+1 n(n+1)

a”ﬂ n —

Megoldds:

2n+1 - 2n—1
a) ant1 = 3br > 5o
a kovetkezot kapjuk:

2n+1)Bn+1)=6n2+5n+1>6n>+5n—4=(2n—1)(3n +4).

Ez utébbi egyenlétlenség minden n (€ N1)-re teljesiil, ezért a sorozat
szigorian monoton novekvo. Mivel konvergens, ezért a sup a hatarérték,

az inf a sorozat elsd (legkisebb) eleme.
2+

= a,. Ha atszorzunk mindkét oldal nevez&jével,

sup(ay) = limy, 00 @y, = limy, 00 = %; inf(a,) = a1 = i
b)
>0, han>2;
-2
bn+1—bn:n—= =0, han=2;

n(n+ 1)(n+ 2)
<0, han<?2.

Ebbol kovetkezik, hogy a; > as = ag, és a harmadik elemtél a sorozat
kezdve szigorian monoton no.

sup(a,) = lim,, o a,, = 1; inf(a,) = as = a3 = %
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3. Feladat: Dontsiik el, hogy az aldbbi valdés szamsorozatok konvergensek
vagy divergensek. Ha konvergensek, akkor hatarozzuk meg a hatarértékiiket;
ha divergensek, akkor nézziik meg, divergdlnak-e végtelenhez, illetve minusz

végtelenhez.
1 n
0) an = vn+
Vn
2n+1
b)ay, = ————
) a 3n +4n—1
) B 100012 + 20n2
= 0.0010 + 10002
5
n+1
d) a, =
) a (2n - 1)
vnd+2n+1
e) ap =—""—#69©+—
n+1
Megoldds:

a) 1. megoldds: Tudjuk, hogy ¢" akkor lesz konvergens, ha |q| < 1,
kiilénben divergens. Ezért csak a tortet vizsgaljuk meg:
Sl = >0, tehat a tort értéke nagyobb
lesz, mint 1 = az a,, sorozat divergens és tart a oo-hez. Mivel a sorozat
szig. mon. novekvd, ezért nem lesz torlddasi helye sem.

= 1+ﬁ, és mivel n > 0, ezért

n
2. megoldas: Bernoulli-egyenldtlenség alapjan: (1 + ﬁ) > 14 /n.
Mivel mar a jobb oldal is a co-hez tart, ezért az ennél nagyobb sorozat is.
gn+1 N 2 n—r00
b) 3nf4n—1 — (%)n+%2n
tort a 0-hoz tart)

0 (mivel a nevezd tart a co-hez, ezért a

1000 20
T taz _

0.001 + 1% —

5 1\ 5 1\5
: 1 . 1+1 . 141 1\5
d) lim,, s o0 (2”?;1) = lim,—o (Q_T) = (hmn—>oo 2_i> = (5) =
1

¢) limy, 300 @ = limy, 300

n

32

e) lim SR TR R T nyttaatas _ yiaoso _ 1
n— 00 n+1 - n— 00 n(1+%) = 140 =

4. Feladat: Szamitsuk ki a kovetkezd sorozatok hatarértékét!
n—1 2n+1
a. =
" 3n

2
b — n? —n+ 1\ " Ut 2y 66— V2P +n— 1
" \n2-n+4 n?+1




Megoldds:
a) Bontsuk szét a tortet gy, hogy megjelenjen a nevezetes e hatarértékhez
sziikséges (1+ £) alak:

e ()7 (50 () (09 (5
= lim (;)%H <1 + (711))1 ((1 + (nl))n)Q =0-1-(e")?*=0

b) Bontsuk a sorozatot két tényezd szorzatara: b, = u,, - vy, ahol

2

n? —n41\°" 0 Vnt—n2+6—v2n3 +n—1

Up = s Un = .
n?—n+4 n?+1

Az u, tényez6 hatarértéke (1°° tipus)

Alakitsuk 4t az alapot és bdvitsiik a kitevét az e alapi hatarértékhez:

) —3(3n2 —6n+5)
n2_nta n2 _—n+4

3n%—6n+5 -3
(=2 | T
Un = + nZ—n +4 - + n2—n+4

Mivel a bels6 zardjel tart az e szamhoz, és a kiilso kitevé hatarértéke:

. —3(3n? —6n+5) . —9n?+18n—15
lim = lim =
n—00 n?—n-+4 n—00 n?2—-—n-+4

-9,

ezért:

lim wu, =e Y.
n—oo

A v, tényezd hatarértéke
Emeljiink ki n2-et a szamlalébdl és a nevezébol:

\/1 1+6 \/2+1 1
_ n2  nt n n3 nt

() =
n 1
1+

A nulldhoz tarté tagok elhagyédsaval:
VI-04+0-v04+0-0

e U = 150 8
A hatarérték
. . . —9 —9 1
lim b, = lim u, - lim v, =e 7 -1=¢ =—.
n—oo n—oo n—oo e



