Matematika Alm Gyakorlat

4. Feladatsor

Térgeometria, sorozatok - Megoldasok

1. Feladat: irjuk fel az alabbiak alapjan meghatarozott egyenesek paraméteres
és paramétermentes egyenletrendszereit!
a) Atmegy a P(3,1,2) és a Q(-1,1,3) pontokon.
b) Meroleges az a = [-2,3,1] és a b = [2,0,1] vektorokra, és dtmegy az
A(6,-3,4) ponton.
¢) Pérhuzamos a 3x+y—2+1=0¢és az x +y+ 2z = 0 egyenleti sikokkal,
és metszi az yz tengelysikot a P(0,4,1) pontban.

Megoldds:

a) Az egyenes irdnyvektordanak vehetjiikk a P-b6l Q-ba mutaté vektort (ez
parhuzamos lesz az egyenessel), amit egyszertien fel tudunk irni gy, hogy
a végpont koordinataibol kivonjuk a kezd6pont koordinatait:

PO=(-1-31-13-2)=(-4,0,1).

Vialasszunk egyet P és Q koziil, és segitségével irjuk fel az egyenletrendszert
(itt P-t vélasztottuk):

r=3—4t;y=1; 2z =2+t (t € R), nemparaméteresen: =2 = Z=2; y = |

b) Meréleges a két vektorra <— az egyenes irdnyvektora a két vektor
vektoridlis szorzata — v = (3,4, —6), ebbél az egyenletrendszerek:

r=6+3t;y=—-3+4+4t; z=4—6t (t € R),

nemparaméteresen: % = yff = 4%2

c) Az irdanyvektor a két sik normélvektorainak vektoridlis szorzata —
v=(3,1,-1) x (1,1,1) = (2, —4,2), ebbdl az egyenletrendszerek:
x=2t;y=4—4t; =1+ 2t (t € R),

nemparaméteresen: 20 = ¥=1 — 21
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2. Feladat: Hatdrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy az
A(1,5,2) ponton és parhuzamos a 7x — y + 3z + 2 = 0 egyenletii sikkal!
Megoldds:
Parhuzamos a sikkal <— ugyanaz a normélvektoruk: n = (7, -1, 3)
A sik egyenlete: 7(x —1)—1(y—5)+3(z—2) =0+— Tx—y+32—8=0
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3. Feladat: frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely parhuzanos
az x—y—4z—5 = 0 és a 2x+y—22—4 = 0 egyenletil sikok metszésvonalaval
és atmegy az origén!

Megoldds:
A metszésvonalukkal parhuzamos, azaz mind a kett6 sikkal parhuzamos
— az irdanyvektora a két sik normalvektoranak vektorialis szorzata:

v=(1,-1,-4) x (2,1,-2) = (6, —6,3)
—x =6t y=—6t; z=3t (tER);%z%zzgo

4. Feladat: Tiikrozzik az x = 1-2t, y = 3+2t, 2 = —4—9¢ egyenletrendszeri
e egyenest a 3x + y — 2z = 0 egyenleti sikon!

Megoldds:

Az egyenes tiikorképének felirdsahoz kell egy irdnyvektor (ami az eredeti
irdnyvektor tiikdrképe a sikra) és egy pont. Az utébbi lehet a sik és az
egyenes metszéspontja (ha van, mert annak titkkorképe énmaga), vagy egy
random pontot is titkrézhetiink - mi az utébbit fogjuk most hasznalni.
Az eredeti egyenes egy pontja P = (1,3, —4), irdnyvektora v = (—2,2, —9),
a stk normélvektora n = (3,1, —2).

Irdnyvektor tiikrozése a sikra: v/ =v — 2 - mEn= (—8,0,-5)

Pont tilkrozése: P’ = P — 2. 2040220 . = (=5,1,0) —

A tikrozott egyenes: x = —5 — 8t; y =1; z = —5t.

5. Feladat: A konvergencia definicidja alapjan bizonyitsuk be, hogy az a,
sorozat a-hoz konvergdl, azaz minden pozitiv e-hoz adjunk meg egy ng
kiisz6bszdmot. Héanyadik elemt8l (n) kezdve esnek a sorozat elemei az a
szam r sugaru teljes kornyezetébe?

_2n—1
T o+ 1’

an a=1,r= 1072

Megoldds:

A definicié: minden € > 0 szamhoz létezik egy ng kiiszobszam, hogy min-
den n > ng esetén |a, —al <.

2n—1 -2 . . —2 2

|22+1 -1 = |2n+1| < €, mivel n > 0, ezért |2n+1| =g 7 2<
2 1

e-(2n+1) = 2<2n+1— ——5<n (ez megadja minden € esetén a

kiisz6bszamot)

Ha e = 1072, akkor ng = 10%2 — % = 99.5, tehat n = 100-t6l az a,, elemei

mind a hatarérték e sugari kornyezetébe esnek.



6. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi sorozat a végtelenhez divergal.
Milyen n; indext6l kezdve lesznek a sorozat elemei nagyobbak az adott k
pozitiv szamnal?

n—1
W= , k=10
“ Vn+1
Megoldds:
On = \7%111 = \77;11 ' %j = (nilr)b(—\/fil) = Vn —1, mivel a /T egy

szigorian monoton novekvo fiiggvény, ezért ha n — oo akkor a,, — oo,
tehat divergens a fliggvény.

Vn—1>k=10— y/n > 11 — n > 121. Tehdt n; = 122 indextdl kezdve
lesznek a sorozat elemei nagyobbak a k = 10-nél.



