Matematika Alm

3. Feladatsor

Vektorok - Megolddsok

1. Feladat: Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket és adjuk meg a megoldast
algebrai alakban!

a) 222 =7z, b) |zl +2=5—1 c)iz?+(2—4i)z—4—i=0
d)z? —(4—2i)z+4—4i=0

Megoldds:

a) z=a+bi — 222 =2(a+ bi)? = a — bi — 2(a® + 2abi — b*) = a — bi

Felbontjuk valds és képzetes részre:
- valés: 2a% — 202 =a
- képzetes: 4abi = —bi

1
b(4da+1)=0—b=0 vagy a=-7

1
l.eset (b=10): 2a° —a=0—a(2a—1) =0 — 2z = 0; 2=
1 1\? 1 3 3
2. eset (az—i): 2(—4> —2b2:—£—>2b2:§—>bzzﬁ—>
V3 1 V3 1 V3
:ii = — — -9 :———7-
b 1 — 23 4—|— 4@, Z4 1 42

b)z=a+bi—Va?+b0V?+a+bi=5—1i

Felbontjuk valds és képzetes részre:

- képzetes: bi = —t — b= —1

-valgs: /a2 4+ (-1)2+a=5—+Va?+1=5—-a

Négyzetre emelve (5 —a >0 — a <5): a®>+1=(5—a)? =25—10a +

12
a2—>1:25—10a—>10a:24—>a=€
12
z=—=—73
5

—b+ Vb2 —dac _ —(2-4i)E\/2-4)2—4-i-(—4—1)

2a 21

C) 21,2 =
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. Feladat: Legyen az {a, b, ¢} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Dontsiik
el, hogy az {r, s, t} vektorrendszer linedrisan fliggetlen-e! Allitdsainkat
igazoljuk!

a) r=3a+2b+c s=5a-3b—2c t=0,
b) r=3a—-b—c s=2a+b+2c t=a—2b— 3¢,
¢) r=a+b+c s=—-a+c t=a—-b+ec,

Megoldds:
a) A vektorrendszer nem linedrisan fliggetlen, mivel ¢ = 0 (a zérévektor), a
harom vektor kézott azonnal fennall egy nemtrivialis linearis kombinécio:

0-r+0-s+1-t=0.

Ez nem a trividlis (o = 8 = v = 0) megoldds, tehat a {r, s, ¢} vektorrend-
szer linearisan fiiggo.

b) A vektorrendszer linedrisan fiiggd, mivel t = r — s.

c) A vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, mivel ha
ar + Bs+yt =0,
akkor
ala+b+c)+B(—a+c)+vy(a—b+c) = (a—L+7v)a+(a—7)b+(a+5+7)c = 0.
Mivel a, b, ¢ fliggetlenek, ezért
a—B+v=0, a—-y=0, a+B+v=0.

Egyenletrendszer megoldasa v = f = v = 0, tehéat csak a trivialis kom-
binécié adja a nullvektort.



3. Feladat: Az a és b vektorok szoge %, abszolit értékiik: |a| = 3 és |b] = 4.
Szamitsuk ki az alabbi skalaris szorzatok értékét!

a) ab b) a? c) (a+b)? d) (3a — 2b)*

Megoldds:

a) ab=a| - |b] - cos 526gap =3-4-cosF =3-4-5 =6
b) a® = |a| - |a| - cos $26gqq =3-3-cos0=3-3-1=9
¢) (a+b)? =a%+2ab+b>=9+2-6+b|-[b] -cosO =9+12+4-4-1 =37
Azért bonthattuk igy ki a négyzetre emelt Osszeget, mivel a skaldris szorzas
kommutativ és a vektorosszeaddsra nézve disztributiv.

d) (3a —2b)2 =9a® —12ab+ 40> =9-9—-12-6+4-16 =73

4. Feladat: Az a, b, ¢ vektorrendszer az a paraméter mely értékeinél linedrisan
fliggetlen, és mely értékeinél linearisan fligg6?
a) a=[a,1,2],b=1[3,-1,0],c=[2,1,0]
b) a=[3,a,0,b=10,3,a],c=[1,0,-1]

Megoldds:
Akkor lesz linedrisan fiiggd a vektorrendszer, ha a 3 vektor vegyes szorzata
0 (ugyanis ez azt jelenti, hogy egy sikba esnek).

a) A vegyes szorzat kiszdmitdsanal kiesik az a-t tartalmazo tag, és mivel
a vegyes szorzat értéke 10 # 0, ezért minden a-ra fliggetlen lesz a vektor-
rendszer. Kifejtve:

a 1 2
(axb)-c=det |3 —1 0| =2-(=1)""3det [‘;’ _11]:2-(3-1—(—1)-2)=2-(3+2):107A0.
2 1 0

b) Ha o = —3 vagy a = 3, akkor a vegyes szorzat értéke 0, ezért fliggd
lesz a vektorrendszer, minden mas a-ra fliggetlen. Kifejtve:

3 a 0
(axb)-c=det [0 3 «
1 0 -1

Fejtsiik ki a determinanst az els6 sor szerint:
3 « 0 « 0 3
det = 3 - det [O _1] — - det [1 _1] + 0 - det L 0]
=3-3(-1)—a-0)—a-(0-(-1)—a-1)+0
=3-(-3)—a-(—a)=-9+a’=a*-0.
A vektorrendszer akkor linedrisan fiiggé, ha a vegyes szorzat 0:

2

?2-9=0 = o’=9 = a=+3.



