Matematika szintemel6

3. Feladatsor

Vektorok

1. Feladat: Végezziik el az alabbi vektori szorzasokat, majd hozzuk egyszertibb
alakra az igy kapott kifejezéseket!

a) (a+b) x (a—10) b) (a+b—c)x(a+b+c)

Megoldds:

a) (a+b)x(a—b)=ax(a—b)+bx(a—b) =axa—axb+bxa—-bxb=
axa—2(axb)+bxb=-2(axb)

a X aés bxb=0, mivel a szogiik 0°, aminek a szinusza 0.
b)(a+b—c)x(a+b+c)=2(axc)+2(bxc)

2. Feladat: Allitsuk elé az a vektort két olyan vektor Gsszegeként, amelyek
kozill az egyik parhuzamos a b vektorral, a méasik pedig merdleges b-re!
Szamitsuk ki e két vektort, ha a = (3, 2, 2) és b = (4, -2, 2)!

Megoldds:

a=aqa +a
A parhuzamos komponens a merdleges vetiilet képletével szamithato:
a-b

Szamitsuk ki a skaldris szorzatot:
a-b=3-442-(-2)4+2-2=12-4+4=12
Szamitsuk ki b hossznégyzetét:
B> =4+ (-2)2 +22 =16 +4+4=24
Ezek alapjan:

12
o =5 (4,-2,2) = = - (4,-2,2) = (2,-1,1)

| —

A meréleges komponenst kivondssal kapjuk meg:
ar =a—aj=(3,2,2)—(2-1,1)=(1,3,1)
Ellendrizziik a merélegességet (ay - b =0):

ap b=1-4+3-(-2)+1-2=4-6+2=0
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3. Feladat: Hatérozz meg egy olyan ¢ vektort, amely az a = (1, 2, 2) és b =
(2, 1, 2) vektorokra merdleges, és hossza 6!

Megoldds:
A két vektorra egyszerre merdleges irdnyt a vektoridlis szorzat adja:

v=axb=

DO = e
= N &~
NN R

A komponensek:
Vp=2-2—2-1=4-2=2

vy=—(1-2-2-2)=—-(2-4)=2
v,=1-1-2-2=1-4=-3

Igy:
v=(22-3)

Szamitsuk ki v abszolat értékét (hosszat):

V=22 +22+ (=32 =V4+4+9= V17

Ahhoz, hogy 6 hosszisigi vektort kapjuk, normalizaljuk v-t (elosztjuk a
hosszdval), majd megszorozzuk a feladatban meghatédrozott hosszal:

v 6 12 12 —18
c=46- — =+—(2,2,-3) =+ [ —, ——, —
v| \/17( ) <\/17 V1T \/17>
Ellendrzés (Merblegesség a-ra):
coa— 2 1+£ 2+ ( E) 2=0
VT V1T Nivia

4. Feladat: A kovetkez6kben megadott pontok egy sikban vannak?

a) A(2,-1,4), B(-1,0,3), C(3,—1,0), D(1,1,2)
b) A(1,-9,—-12), B(2,-7,-13), C(0,—11,—11), D(3, -5, —14)

Megoldds:
Akkor vannak egy sikban, ha a pontok kozotti 3 vektor vegyes szorzata 0.

a) AB = (=3,1,—1); BC = (4,—1,-3); CD = (=2,2,2) —» AB - BC -

CD = —20 # 0 tehat nem egy sikban van a 4 pont. A vegyes szorzat
kibontva:
-3 1 -1
(ABxBC) - CD=det | 4 -1 -3
-2 2 2



Fejtsiik ki példaul az els6 sor szerint:

-1 -3 4 =3 4 -1
——3-det[2 2]—1~det[2 2}+(—1)~det[2 2}

=3 ((-1)-2-(-3)-2) =1 (4-2—(=3)(-2)) = 1- (4-2— (-1)- (-2))
= —3.(—246)—1-(8—6)—1-(8—2)
=-3.4-1-2-1-6=-12—-2—6=—20#0.

b) AB = (1,2, ~1); BC = (-2, —4,2); CD = (3,6, -3) — AB-BC-CD =

0 tehat egy sikban vannak. A szorzat kifejtve:

1 2 -1
(AB x BC)-CD =det |—2 —4 2
3 6 -3

Fejtsiik ki az els6 sor szerint:

=1-det {_64 _23]—2.det [_32 _23}+(—1)'det [_32 _64}
=1-((-4)-(-3)=2:6)—2-((-2)-(=3)=2-3) = 1-((-=2) -6 — (—4) - 3)
=1-(12-12)-2-(6—-6) —1-(-124+12)=1-0-2-0—-1-0=0.

. Feladat: Az aldbbiakban megadott vektorparok koziil melyik lehet rom-
busznak és melyik lehet téglalapnak két szomszédos oldalvektora?

a) a=(11,-2,3) b=(3,9,-5) b) a=(3,2-7) b= (6,5 —1)

Megoldds:

Akkor lesz téglalap, ha a szomszédos oldalak mer6legesek egymasra, azaz
a skalaris szorzatuk nulla: a-b = 0. Rombusz esetén a szomszédos oldalak
egyenld hossziak: |a| = |b| (azaz |al? = |b|?).

a)
a-b=11-3+(-2)-943-(=5)=33-18—-15=0

Mivel a skaldris szorzat 0, a két vektor egymasra merdleges (a L b).

Vizsgdljuk meg a hosszak négyzetét is (lehet simén a hosszt is, csak igy
megusszuk a gyokvondst):

la> =117 + (—2)* +3* =121 + 4+ 9 =134

b = 3% 497+ (=5)* =9+ 81+ 25 = 115

Mivel |a| # |b|, de a vektorok merdlegesek, gy ez a vektorpar egy téglalap
két szomszédos oldalvektora lehet.



a-b=1-24(=10)-5+(=7)-(=11) =250+ 77 =29 #0

A vektorok nem merdlegesek egymédsra.

Szamitsuk ki a vektorok hosszanak négyzetét:
la? =32+ 22+ (-7)> =9+ 4 + 49 = 62

|b]? = 6%+ 5%+ (=1)> =36 +25+1 = 62

Mivel a két vektor hossza megegyezik (|a| = |b| = v/62), igy ez a vektorpar
egy rombusz két szomszédos oldalvektora lehet.



