Matematika szintemel6

2. Feladatsor

Komplex szamok, vektorok - Megoldasok

1. Feladat: Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket és adjuk meg a megoldast
algebrai alakban!

a) 22° =z, b) iz +(2—4i)z—4—i=0

Megoldds:

a) z-t és konjugaltjat &tirjuk algebrai alakba (x + iy): 2 - (x + iy)? =

2 (22 + 2xyi — y?) = 222 + dayi — 2y? = x — iy — a valés és a képzetes

részeket kiilon kezeljiik:

képzetes: 4dxyi = —yi, ha y # 0, akkor leosztunk vele és i-vel, igy

4x:71—>x:fz;hay:(), akkor z = 0.

valés: 2z2 — 2y% = z, ide behelyettesitjiik a képzetes résznél kapott x-et:

2- (=322 =—1 = y* = 2, gy a két lehetséges mego: y; 2 = :I:%
1 3 1 3

Azaz a megolddsok: z; =0+ 0-14; 2o :_,_i.i; Z3=—*+£~Z‘
4 4 4 4

b) hasznédljuk a mésodfoki egyenlet megolddképletét, ahol a = i; b =

2 —4i; ¢ = —4 — 1 — a megoldasok: zy =14, 20 =4+

2. Feladat: Legyen az {a, b, c} vektorrendszer linedrisan fﬁggetlgn. Dontstik
el, hogy az {r, s, t} vektorrendszer linedrisan fliggetlen-e! Allitdsainkat
igazoljuk!

a) r=3a+2b+c s=5a-3b—2c t=0,
b) r=3a—-b—c s=2a+b+2c t=a—2b—3c,
¢) r=a+b+c s=—-a+c t=a—b+ec

Megoldds:
a) A vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen, mivel ¢t = 0 (a zérévektor), a
harom vektor kozott azonnal fenndll egy nemtrivialis linedris kombinécio:

0-r+0-s+1-t=0.

Ez nem a trividlis (o« = 8 = v = 0) megoldds, tehdt a {r,s,t} vektorrend-
szer linearisan figgd.

b) A vektorrendszer linedrisan fiiggd, mivel ¢t = r — s.
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¢) A vektorrendszer linedrisan filiggetlen, mivel ha
ar+ fBs+~t =0,
akkor
ala+b+c)+B(—a+c)+y(a—b+c) = (a—B+7)a+(a—y)b+(a+B+v)c = 0.
Mivel a, b, ¢ fiiggetlenek, ezért
a—0B8+v=0, a—y=0, a+B8+~v=0.

Egyenletrendszer megoldasa @ = 8 = v = 0, tehat csak a trivialis kom-
binacié adja a nullvektort.

. Feladat: Aza, b, ¢ és v vektorokat (az {i,j,k} alapvektorrendszerre vonatkoz-
tatott) koordindtdikkal adtuk meg. Fejezziik ki a v vektort az a, b és ¢
vektorok linedris kombindcidjaként, ha lehetséges!

a=1[1,0,0, b=1[0,1,0], c=[1,1,0, v=[2,1,3]

Megoldds:
Mivel v 3. koordinataja 3, viszont a, b és ¢ 3. koordinatai mind 0, ezért
nem allithaté el6 v a linearis kombinacidjukként.

. Feladat: Az a és b vektorok szoge %, abszolit értékiik: |a| = 3 és |b] = 4.

Szamitsuk ki az alabbi skaldris szorzatok értékét!
a) ab b) a? c) (a+b)? d) (3a — 2b)*
Megoldds:
a) ab=|a| - |b| - cos 5269,y =3-4-cosE =3-4-3=6
b) a® = |a| - |a| - cos $26gaq =3-3-cos0=3-3-1=9

¢) (a+b)>=a®>+2ab+b>=9+2-6+|b|-|b| -cos0=9+12+4-4-1 =37
Azért bonthattuk igy ki a négyzetre emelt Gsszeget, mivel a skalaris szorzas
kommutativ és a vektortsszeadasra nézve disztributiv.

d) (3a —2b)2 =9a% —12ab+4b> =9-9—-12-6+4-16 =73
. Feladat: Az a, b, ¢ vektorrendszer az o paraméter mely értékeinél linedrisan
fliggetlen, és mely értékeinél linedrisan fligg6?

a) a = [O‘v 172]vb = [3, —1,0],6 = [25 170]

b) a =[3,0,0],b=10,3,a],c=[1,0,—1]

Megoldds:

Akkor lesz linedrisan fiigg6 a vektorrendszer, ha a 3 vektor vegyes szorzata
0 (ugyanis ez azt jelenti, hogy egy sikba esnek).



a) A vegyes szorzat kiszdmitdsanal kiesik az a-t tartalmazoé tag, és mivel
a vegyes szorzat értéke 10 # 0, ezért minden a-ra fliggetlen lesz a vektor-
rendszer. Kifejtve:

a 1 2

(axb)-c=det |3 —1 0| =2(-1)'"det B _11] =2:(31-(-1)2) =2:(342) =10 # 0.
2 1 0
b) Ha o = —3 vagy a = 3, akkor a vegyes szorzat értéke 0, ezért fliggd

lesz a vektorrendszer, minden mas a-ra fliggetlen. Kifejtve:

0
@
-1

(axb)-c=det

= O W
S w R

Fejtsiik ki a determinédnst az els6 sor szerint:

det = 3 - det [g _041] — o - det [(1) _ozl] +0-det {(1) g]
=3-(3(-1)—a-0)—a-(0-(-1)—a-1)+0
=3 (-3)—a-(—a)=-9+a*>=a’-0.
A vektorrendszer akkor linedrisan fiigg6, ha a vegyes szorzat 0:

2

a?—9=0 = a’=9 — a=+3.



