Matematika Alm

3. Feladatsor

Vektorok - Megolddsok

1. Feladat: Legyen az {a, b, ¢} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Dontsiik
el, hogy az {r, s, t} vektorrendszer linedrisan fliggetlen-e! Allitdsainkat
igazoljuk!

a) r=3a+2b+c s=5a-3b—2c t=0,
b) r=3a—-b—c s=2a+b+2c t=a—2b—3c,
¢) r=a+b+c s=—-a+c t=a—b+e,

Megoldds:
a) A vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen, mivel ¢t = 0 (a zérévektor), a
harom vektor kozott azonnal fenndll egy nemtrivialis linedris kombinécio:

0-r4+0-s+1-t=0.

Ez nem a trividlis (o = 8 = v = 0) megoldds, tehat a {r, s, ¢} vektorrend-
szer linearisan fiiggo.

b) A vektorrendszer linedrisan fiiggd, mivel t = r — s.

c) A vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, mivel ha
ar + Bs+~yt =0,
akkor
a(a+b+c)+B(—a+c)+vy(a—b+c) = (a—B+7)a+(a—y)b+(a+S+7)e = 0.
Mivel a, b, ¢ fiiggetlenek, ezért
a—0B+v=0, a—y=0, a+B8+~v=0.

Egyenletrendszer megoldasa o« = f = v = 0, tehéat csak a trivialis kom-
binécié adja a nullvektort.

2. Feladat: Allitsuk el6 az a vektort két olyan vektor Osszegeként, amelyek
koziil az egyik parhuzamos a b vektorral, a masik pedig merdleges b-re!
Szamitsuk ki e két vektort, ha a = (3, 2, 2) és b = (4, -2, 2)!

Megoldds:

a:a”—|—aL
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A parhuzamos komponens a merdleges vetiilet képletével szamithato:

a = ab.|12) -b

Szamitsuk ki a skaldris szorzatot:
a-b=3-4+2-(-2)+2-2=12—-4+4=12

Szamitsuk ki b hossznégyzetét:

BI? =42 + (<22 + 22 = 16+ 4+ 4 = 24

Ezek alapjan:

aH = E : (47 _2;2) = : (47 _272) = (27 _1’ 1)

24
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A merdleges komponenst kivonassal kapjuk meg:

a; = aiaH = (37272) - (277171) = (17371)

Ellenérizziik a merélegességet (a, - b = 0):
a;-b=1-443-(-2)+1-2=4-6+2=0
Valamint az Gsszeget:

a +aL=(2,-1,1)+(1,3,1)=(3,2,2) = a

. Feladat: Hatdrozz meg egy olyan c vektort, amely a = (2, 2, -1) és b =
(1, 0, 2) vektorra meréleges, és hossza 9!

Megoldds:
A két vektorra egyszerre meroleges iranyt a vektoridlis szorzat adja:
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A komponensek:
v, =2-2—(=1)-0=14

vy=—(2-2—(=1)-1)=—(Ad+1) =5
v, =2-0-2-1=-2

igy:
v =(4,-5-2)

Szamitsuk ki v abszolut értékét, hogy megnézziik, a hossz jé-e:

V] = V42 + (=5)2 + (=2)2 = V16 + 25 + 4 = V45 = 3/5




A keresett 9 hosszisdgu vektorok:

_ L9 3v5
c_igm 13\[(45 2) =+ (4,-5,-2)

Komponensenként kiirva:
12 6
_ i( V5 g 0V5 )

Ellendrizziink:
(a) Merdlegesség a-ra:
vea=4-24(-5)-24+(-2)-(-1)=8-104+2=0
(b) Merb6legesség b-re:
v-b=4-14(-5)-04+(-2)-2=4+0-4=0

(c) Hossz:

W e = 22 ava =20

4. Feladat: A kovetkezOkben megadott pontok egy sikban vannak?

a) A(2,-1,4), B(-1,0,3), C(3,—1,0), D(1,1,2)
b) A(1,-9,-12), B(2,-7,—13), C(0,—11,—11), D(3,—5,—14)

Megoldds:
Akkor vannak egy sikban, ha a pontok kozotti 3 vektor vegyes szorzata 0.

a) AB = (=3,1,-1); BC = (4,~1,-3); CD = (-2,2,2) — AB - BC -
CD = —20 # 0 tehéat nem egy sikban van a 4 pont.

b) AB = (1,2, ~1); BC = (-2, —4,2); CD = (3,6, -3) — AB-BC-CD =

0 tehat egy sikban vannak.

5. Feladat: Az aldbbiakban megadott vektorparok koziil melyik lehet rom-
busznak és melyik lehet téglalapnak két szomszédos oldalvektora?

a) a=(3,5—-4) b=(2,-10,—11) b) a=(1,-10,—7) b= (2,5, —11)

Megoldds:

Akkor lesz téglalap, ha a szomszédos oldalak merélegesek egymaésra, azaz
a skalaris szorzatuk zérus: a-b = 0. Rombusz esetén a szomszédos oldalak
egyenld hossziiak: |a| = |b| (azaz |a|? = |b|?).



a)
a-b=3-245-(=10)+ (—4) - (=11) =6 —50 + 44 = 0

Mivel a skaldris szorzat 0, a két vektor egymdsra merdleges (a L b).

Vizsgaljuk meg a hosszak négyzetét is:
laj? =32 +52 4+ (—4)2 =9+ 25+ 16 = 50

|b|? =22 + (=10)% 4 (—=11)2 = 4 4 100 + 121 = 225

Mivel |a| # |b|, de a vektorok merélegesek, igy ez a vektorpér egy téglalap
két szomszédos oldalvektora lehet.

b)
a-b=1-24(-10)-54+(-7)-(-11)=2-504+77=29#0
A vektorok nem merélegesek egymasra.
Szamitsuk ki a vektorok hosszanak négyzetét:
la]? =12 + (=10)* + (=7)* = 1 + 100 + 49 = 150

b2 = 2% + 5% 4+ (—11)> =4+ 25 4 121 = 150

Mivel a két vektor hossza megegyezik (Ja] = |b| = v/150 = 5v/6), igy ez a
vektorpar egy rombusz két szomszédos oldalvektora lehet.



