Matematika Alm

11. Feladatsor

Integralas II. - Megoldasok

1. Feladat: Szamitsuk ki a tertiletiiket az alabbi egyenletii gorbék altal hatérolt
korlatos stkidomoknak!
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c) y? =z +3, yzix

Megolddsok:

b
Két gorbe (y1,y2) altal kozrezért teriilet: / y1 — y2 dx, ahol a,b a két
a

gorbe metszéspontjai, és y; az a gorbe, ami ezen metszéspontok kozott

feljebb van” (azaz az intervallumon y; > ys).
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a kett6é kozotti intervallumon y = 1 — 22 van feljebb (pl. 0-ban érdemes

megnézni), {gy az lesz az y;.
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a) A metszéspontok az 22 = 1 — z? egyenletbdl jonnek ki — = = =+

N

2
b) Metszéspontok: 222 —1 =0 — o = ig, az y = 0 van feljebb az

intervallumon, tehdt az integral és az eredmény ugyanaz lesz, mint az a)
feladatban.

c) Ennél a feladatnél érdemes y helyett z-re rendezni, igy el tudjuk keriilni
a gyokvonas okozta £ eseteket, igy y szerint fogunk integralni is.

A két gorbe tehdt: x = y? — 3 és x = 2y, a metszéspontok: y? — 3 =

2y — y = —1;3. Ezen az intervallumon az x = 2y gorbe van feljebb, igy
3 3 3
32
az integrdlunk: T= / 2y —y? +3dy = [y2 - % + 311/] =73
-1 1

d) Két féleképp is tudjuk értelmezni a feladatot:

1. A harom gorbe altal hatarolt teriilet az alabbi abran pirossal jeldlt rész:
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Ebben az esetben lényegében mivel az y = 22 teljesen az y = %xQ belsejében
van, ezért csak az y = 22 és az y = 4 4ltal kozrezdrt teriiletet nézziik.
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A masik lehet6ség az az abran kékkel jelolt rész:
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Ekkor az y = ix2 és az y = 4 kozotti részbél ki kell vonni az y = 22 és

y = 4 kozotti teriiletet.

o #1164
/ 4 — ~2%de = |4o — = = —. A masik részt az 1. megolddsnil
1 2] , 3

s . g 64 32 32
kiszamoltuk, igy a végso tertilet: 3 3 -3

. Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi egyenletii gorbe x-tengely koriili megfor-
gatasaval, valamint a megadott intervallum végpontjaiban az x-tengelyre
merdlegesen allitott sikok altal hatérolt forgastest térfogatdt.

y=r-g (3 Wy =t 0]

Megolddsok:
b
A forgéstest térfogata: V =7 / f?(z)dz, ahol f-el van megadva a forga-

a

tott gorbe.
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b)V:ﬂ/ (cos2m)2dx:7r/ §+fcos2x+fcos4:cd:c:?)i
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1+ cos2x
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integrél belsejét.

2
) Osszefiiggést haszndlva tudjuk atalakitani az

. Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi egyenletii gorbeivek x tengely koriili meg-
forgatasaval keletkez6 forgasfeliiletek felszinét.

a) y=+/x, x¢€[0;1] b) y =sinz, [0;7]
Megolddsok:

b
A forgdstest felszine: A = 27T/ f(@)V/1+ f2(x) dx

a)y =z, y = ——>A—27T/ \ll—i— 2\/» dx—27r x+4d

5v5 —1
F.T

* Kibontottuk a zdrdjelet, illetve egybevontuk a két gyokot (mert szorzds
esetén ezt meg lehet csindlni).

s
b) y = sinz, y’:cosx—>A:27r/ sinz -1+ cos?x dx

0
A cosz = sinhu helyettesitéssel: A = —1 (u + m) + C; igy

A=—71 [arsh cosx +coszyV1+coslz| = (2\[—1— 2In(1 + f))



