Matematika Alm

8. Feladatsor

Figgvények III.

1. Feladat: Allapitsuk meg az aldbbi fiiggvények értelmezési tartoményat!
Vizsgédljuk meg folytonossdgukat, és hatarozzuk meg aszimptotiik egyen-
letét!
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Megoldds:

a) A fiiggvény ott nem értelmezhetd, ahol a nevezd 0, vagy a gyok alatt
negativ szém van. vV1—22 #0+— o # —-1;1; 0 <1 —2%2 +— 22 < 1,
tehdt a fliggvény értelmezési tartomdnya a (-1;1) nyilt intervallum.ezen
beliil mindenhol folytonos a fliggvény.

Vizsgéljuk meg az intervallum széleinél a hatérértéket: lim,_, 140 f(z) =
—00, lim,1-0 f(x) = 00, tehdt az x = —1 és = 1 egyenesek a fiiggvény
fligglleges aszimptotai.

b) A fliggvény ott nem értelmezhetd, ahol a gyok alatt negativ szdm van

— a fiiggvény a (—oo; —1] U [1; 00) halmazon értelmezhetd.

lim, 140 f(z) =0, lim, 10 f(x) = 0, ezért nincs fliggbleges aszimpt.
x x

lim, s o @ = —00 és lim,_, M = 00, ezért nincs ferde aszimptota.
T x

c) 322 + 8 # 0 — ez mindig teljesiil, ezért a fiiggvény a valds szamok

halmazan végig értelmezhetd és folytonos.

/(=) f(z)

m = lim, oo —= = lim,_,_,, —= = 0, tehat a ferde aszimptota mere-
T

x
deksége 0, azaz egy vizszintes aszimptotank lesz.

¢ = lim, oo (f(x) — mz) = lim,— oo (f(z) — mz) = 2, azaz az y=2 a
fliggvény vizszintes aszimptotaja.

d) Az x = 1 kivételében minden pontban értelmezhetd és folytonos is a

fliggvény.
lim, 10 f(z) = oo, limy 140 f(x) = —o0, tehdt az x = 2 a fiiggvény
fliggbleges aszimptotdja.
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tehat a ferde aszimptota egyenlete y = x — 1.
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2. Feladat: Eleget tesznek-e az alabbi fliggvények a Rolle-tétel feltételeinek
az adott intervallumon? Ha igen, adjunk meg egy c-t, ahol {’(c) = 0.
a) fx)=1—lz| [-1;1] D) f(z) =sinz [0;7]
Megoldds:
Rolle: a fliggvény folytonos legyen az intervallumon, differencidlhato legyen

az intervallum belsejében (hatdrokon nem kell), és az intervallum két végén
felvett fiiggvényérték egyenld.

a) f(=1) = f(1) = 0; f folytonos az intervallumon, viszont = 0-ban
nem differencidlhaté, igy nem teljesiil minden feltétel.

b) f(0) = f(7) = 0, f folytonos az intervallumon, illetve differencidlhatéd
is, tehat teljesiil minden feltétel.
f'(x) = cosz, az intervallumon beliil a ¢ = § pontban lesz = 0.

3. Feladat: Ellendrizziik a Lagrange-tétel feltételeit és konklizidjat az alabbi
fliggvényekkel, a megadott intervallumokon!

a) f(x) =V [-1;8]  b) f(z) =322 -5 [-20]

Megoldds:

Lagrange: a fliggvény folytonos legyen az intervallumon, differencialhato
b) —

az intervallum belsejében (hatdrokon nem kell) — w = f'(¢)

a) f nem differencidlhat6 a 0-ban, tehat nem teljesiilnek a feltételek, vis-
zont van olyan c¢, amire igaz a konklizié: ¢ = 1.

b) Teljestilnek a feltételek, ugyanis f(z) folytonos és diffhaté az interval-

—5—
lumon — f'(c) = ) = —6, f'(z) = 6z, tehdt ¢ = —1.

4. Feladat: A derivaltak segitségével allapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvények
értelmezési tartomanyuk mely részhalmazan (szigorian) monoton névekvék
és melyeken (szigortian) monoton csokkenéek!

. x
a) f(z) =2% - 322+ 1 b)f(z):x2+4
Megoldds:

Ott szigoriian monoton nd a fiiggvény, ahol f/(z) > 0, illetve ott szigortian
monoton csokken, ahol f/(z) < 0.

a) f'(z) = 32% + 6z = 2(3x + 6)

1. tényez6: * x>0 = x pozitiv, r <0 = =z negativ.
2. tényez6: 3x+6=3(z+2) 3x4+6>0 & z>-2, 3z+6<0 & < —2.

A szorzat eldjele akkor pozitiv, ha a tényezdék elGjele megegyezik (mind-
ketté 4+ vagy mindketts -), és negativ, ha eltéréek.

f'(z) >0 ha z€(—00,—2)U(0,00),és f'(xr) <0 ha =ze(-2,0)



{szigorflan monoton névekvé:  (—oo, —2) és (0, 00),

szigorian monoton csékkend: (—2,0).

1)(z?+4)—z(2z 22 +4—222 4—z?
b) f'(x) = & (x2+)4>2( } = GIIE = IR

A nevezé (22 + 4)? > 0 minden valdés z-re, tehdt a derivélt eldjele mege-
gyezik a szamlalé elSjelével. A szamléls felbonthatéd: 4—a? = (2—2)(2+x)
f'(#) >0 ha ze€(-2,2), f'(zr)<0 ha z¢€ (—o0;—2)U(2,00)

. Feladat: Magasabbrendi derivaltak segitségével vizsgaljuk meg, hogy az
alabbi fiiggvényeknek van-e szélsGértékiik az xo = 0 pontban, és ha igen,
milyen!

23
a) cosx — 212 b) sinx—a:—l—?
Megoldds:
Ha f®)(z9) =0, (0<k<n), de f™(zg) #0—

Ha n péros, akkor a fiiggvénynek az xg helyen szélsGértéke van: szig. min-
imuma van, ha f("(zq) > 0, és szig. maximuma, ha £ (2q) < 0.
Ha n paratlan, akkor a fiiggvénynek az zy helyen nincs szélséértéke, in-
flekciés pontja van.
a) f'(z) = —sinz — 4z — 0-ban =0, () = —cosz — 4 — O-ban = —5,
tehat van szélséértéke a fliggvénynek a 0-ban, mégpedig maximuma.

2
b) f(x) = cosz — 1 + % — O-ban = 0, f”’(z) = —sinz + z — 0-ban
=0, f"(z) = —cosz + 1 — 0-ban = 0, f*(z) = sinz — 0-ban = 0,
f®)(z) = cosx, ez mar = 0-ban 1 lesz, de mivel paratlanadik derivaltnal
van az els6 nemnulla, ezért ez inflexids pont, nem szélsGérték.

. Feladat: Hatdrozzuk meg az aldbbi {(x) fliggvények széls6értékhelyeit és
abszolut széls6értékhelyeit a megadott intervallumon.

a) 23 + 622 — 152+ 3  [—6;6] b)z-e™® [3;00)

Megoldds:

Vizsgéaljuk meg a fiiggvényt az intervallum végpontjaiban, valamint a de-
rivéltfiiggvény zérushelyein és szakadési helyein.

a) f'(z) = 322 +12x — 15, zérushelyei xqy = —5, x5 = 1. Tehat szélséérték

lehet az xyp = —6, 1 = =5, w3 = 1, 23 = 6 pontokban. f(—6) =
93, f(=5) =103, f(1) = =5, f(6) = 345, és [’ negativ a (=5, 1) interval-
lumon. Tehat maximum van az x; = —5 és x3 = 6 pontokban, minimum
az rg = —6 és x9 = 1 pontokban van. Abszolit maximum van az x3 = 6,

abszolit minimum az x5 = 1 pontban.

b) f(x) = e (1 — z). Az [’ zérushelye x = 1, ahol f’ el§jelet vilt.
lim, 0 f(z) = 0, f(0,5) > 0, tehdt maximuma van f-nek az x = 1
pontban, minimuma nincs.



7. Feladat: Adott térfogati egyenes hengerek koziil melyiknek legkisebb a
felszine?
Megoldds:
Legyen a henger sugara r, magassaga h. A térfogata V = 7r2h, a felszine
v 2V
S = 2nr? 4+ 2nrh. A térfogatbél h = —5, gy S(r) = 2mr2 + =, r>0.
wr r
2V v 4V
Derivélva: S'(r) = 4rr— = = 0= r® = — Mivel §"(r) = 47+ — > 0,
r 2;)1' r3
% 2
ez minimum. A magassig: h = — = ﬂ-—g = 2r.
wr wr
Tehat a henger magassaga megegyezik az alaplap dtméréjével.

8. Feladat: Az ffékusztavolsagu lencsétél t tavolsagra léve targy k képtdvolsdga
kielégiti az % = %Jr% osszefiiggést. Ha f adott, akkor mennyi a képtavolsag
és a targytavolsag Osszegének infimuma és szuprémuma?

Megoldds:

4
Az%:%+%egyenletb61%: %*% = %, gy k = tif és S(t) =
thk=2r t> 80 = N2 0t =2f, 52f) = P =4f

limy_, g+ S(t) = limy o0 S(t) = 00 — tehdt inf S = 4f, sup S = 4o0.

Azaz az 6sszeg feliilrél nem korlatos, minimuma 4f.



