Matematika A3k

10. Feladatsor

Megoldasok

1. Feladat: Laplace-transzformécié alkalmazaséval oldjuk meg az aldbbi allandé
egyltthatos linedris differencidlegyenleteket a megadott kezdeti feltételekkel!

a)y’ +2y +2y =0, y(0)=0,y'(0)=1
b) y" =3y +2y =6e", y(0) =y'(0) =3
)y +y=1, y(0) =4'(0) =y"(0) =0

Megoldds:
A megoldashoz vessziik a differencidlegyenlet Laplace-transzformaltjat,
majd a végeredményt vissza transzformaljuk.
a) L(y") = p°Y —py(0) —y'(0) = p*Y — 1; L(y') = pY —y(0) = pY’; illetve
definicié szerint L(y) =Y — a transzformdlt egyenlet:
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szerint L(y) =Y — a transzformalt egyenlet:
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ezt parcidlis tortekre bontéassal felbontjuk: ¥ = —— + —— =
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c) Ly") = p?Y — p?0 —p0 — 0 = p?Y; L(1) = =; illetve definicié szerint
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L(y) =Y — a transzformalt egyenlet: p’Y +Y == =Y = ———,
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y=LHY)=1— e — Ze*/2 cos( L)
3 3
. Feladat: Oldjuk meg az alabbi szétvalaszthaté valtozdja, vagy ilyenre
visszavezethet§ elsérendii differencidlegyenleteket!
a) ¥y sinycosz + cosysinz =0

b) xy2y’ — 3 + yB

Megoldds:

‘ d —cosysinx
a) Atrendezve az egyenletet: W —,7y — tany dy = —tanz dz,

dx sin y cos x
integrélds utdn: —In|cosy| = In|cosz| + ¢ — ¢ = cosycosx = y =
c
arccos
0S X

. , 3+ y3 . . ‘

b) Atrendezve: y' = 5 —» meg lehet oldani 1gy is, hogy a homogén
Ty

részt megoldjuk és onnan, vagy:

Legyen v = LA y=vr, y =v+av — x(v22?)(v+av) = 23+ —
x
dv , 1

dx
V342 = 1402 — — =o' = — — 02 dv = =, integréljuk mindkét
. dx xv? x

oldalt: % =lnjz|+c—ov=3{3n|z|+c=y=vx=2{3ln|z|+c

. Feladat: Hatarozzuk meg az aldbbi elsorendii inhomogén linedris differ-
encialegyenletek altalanos megoldésat, illetve a megadott kezdeti feltételeknek
megfelel6 partikuldris megoldasat.

a) xy +2y = ot
b) 3 +ytanz = sin2z, y(%) =1

Megoldds:

dy d
a) A homogén részt megoldjuk: Y’ +2Y =0 — v = —2% —Y =

CLL'_2 — Yy = C(;[;)x_2’ y/ = C/(J,')it—? — 20(.%)1'_3 — eredetibe behe-

lyettesitve:
2(c ()72 =2¢c(x)r73)+2c(x)2™2 = 2 = ()1 =2c(x) 22+ 2c(x)2™ % =
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4 — / = 5 — = x— k’ — = x— k -2 = — 4 —_

x dx)==x c(x) 6+ Y (6+)x 57 +x2
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b) Megoldjuk a homogén részt: Y'+Y tanz =0 — i Y'=Ytanx —
i
dy
v = tanz dz, integraljuk mindkét oldalt, innen: ¥ = c¢-cosx —
y = c(x)-cosx, y = (x)cos x—c(x) sin z, visszahelyettesitve az eredetibe:
sin 2z

d(x)cosx—c(x)sinx+c(x) cosx tanz = sin 2z — /' (z) = = 2sinz
cos

c(z) = [d(x) = —2cosz +k — y=(—2cosx + k) cosx



A partikuldris megoldas: ¢ = 3.

. Feladat: Oldjuk meg a kovetkez6é konstansegylitthatés mésodrendii ho-
mogén linedris differencidlegyenleteket!

a)y’'+2y —3y=0

b) y’ — 3y’ + 2y = 3e**

¢) y" + 9y = 18cos 3z, y(0) =1, y'(0) =3

Megoldds:
a) Karakterisztikus egyenlet: z2 + 2x — 3 = 0, a diszkriminans > 0, ezért
két valés megolddsa van: A o = —3; 1, tehdt a megoldds: y = c1e 3% +cqe®

b) A homogén rész kar. egyenlete: 22 — 3z + 2 = 0, a diszkrimindns
> 0, ezért két valés megolddsa van: A2 = 1;2, tehdt a homogén rész
megoldédsa: y, = c1e” + coe?®.

Ezutén keresiink a jobb oldalnak megfelel$ alakt prébafiiggvényt: Ae?® +
B lenne, de ez rezondl a homogén megoldds masodik tagjaval, ezért y, =
Aze®® 4+ B a prébafiiggvényiink.

y, = Ae** + 2Axe®” |y = 2Ae*" 4 2Ae** + 4Axe®™ = 4Ae** + 4Axe®,
visszahelyettesitjiik az eredetibe ezeket:

4Ae*® + 4 Axe™ —3(Ae* +2Axe®™) +2(Axe®* + B) = 3e*” — Ae** +2B =
32 = A =3, B=0— y = c1e” + cpe?® 4 3ze**

c¢) A homogén rész kar. egyenlete: 22 + 9 = 0, ennek két komplex gyoke
van, +3i, tehat y, = c¢1cos3x + cosin3z. A prébafliggvény A cos3x +
Bsin 3z + C' lenne (cos és sin esetén mindig be kell venni a mésikat is!),
de ezek rezondlnak a homogén megoldas tagjaival, tehdt a prébafiiggvény:
yp = Az cos 3z + Brsin3dz + C

y, = Acos3z — 3Axsin3x + Bsin3z + 3Bxsin3z, y, = —6Asin3r —
9Ax cos 3z + 6B cos 3x — 9Bz sin 3z, visszahelyettesitjiik:

—6Asin3x — 9Ax cos3x + 6B cos 3z — 9B sin3z + 9(Azx cos3z + B) =
18 cos 3z — 6B cos3r — 6Asin3x = 18cos3x, tehat A =0, B = 3 —
Yy = ¢1 cos 3x + co sin 3x 4 3z sin 3z

A partikuldris megoldas: ¢; =1, ¢o = 1.
. Feladat: Az aldbbi feladatokban felirt differencidlegyenletekrol allapitsuk
meg, hogy egzakt-e vagy egzakttd teheté-e; ha igen, akkor oldjuk meg!
a) (e?siny —e¥sinz) + (e® cosy + e¥cosz)y’ =0, y(0) =0
ysinx — 1

p) R =0
COST

Megoldds:
a) A DE egzakt, tehdt a megoldas u(z,y) = c.



=Q — e"cosy+

u= [e*siny—e¥sinzdr = e*siny +e¥ cosx + c(y), u,,
= 0, azaz a megoldas:

e¥ cos y+c'(y) = e” cosy+e¥ cos x, tehat ¢ (y) = c(y)
e’siny +eYcosx = c.

A partikuldris megoldas: ¢ = 1.
b) A DE nem egzakt, de van olyan multiplikdtor fliggvény, ami azzd teszi:
M(x) =

— Az altaldnos megoldas, miutan beszoroztuk a DE-t és
cos T

1
megoldottuk az igy kapott egzakt egyenletet: tanx — y =c
cosx




