Matematika A3k

9. Feladatsor

Megoldasok

1. Feladat: Oldjuk meg a kovetkezd konstansegyiitthatés mésodrenddi ho-
mogén linedris differencidlegyenleteket préobafiiggvény-mddszerrel!

a) 4y// +y= 85(6_70 _ 623;) b) y// _ 43// +4y = 2% + 4y

Megoldds:

Hasonléan a korabbi inhomogén egyenletek megoldasahoz, itt is azzal
kezdjiik a megoldast, hogy megoldjuk a hozza tartozé homogén egyen-
letet, majd ebbdl haladunk tovabb.

a) A hozzéatartozé homogén DE karakterisztikus egyenlete: 4x? +1 = 0,

ennek két komplex gyoke van, a :|:§i7 igy a homogén rész megoldasa:
Y =cicos§ +cpsin 3.

Az eredeti egyenlet megoldasdhoz vegytink egy olyan prébafiiggvényt, aminek
az alakja ugyanolyan, mint a jobb oldalé, csak az egyiitthaték helyett
konstans véltozékat frunk: y, = Ae™® + Be?®, ezt lederivéljuk kétszer,
és behelyettesitjiilk az eredeti egyenletbe: y, = —Ae™ + 2Be?*, Yy =
Ae™® + 4Be?® — 4(Ae™® + 4Be?®) + Ae % + Be?* = 85¢ % — 852

— ebbdl megkapjuk, hogy A = 17 és B = —5. Az eredeti inhomogén DE
megoldasat igy kapjuk meg, hogy osszeadjuk a homogén DE megoldasat

a probafiiggvénnyel: y = cicos § + cosin g + 17e™ % — 5e2®

b) A homogén 1ész megoldasa: Y = c1e?* + cowe?®

A prébafiiggvény a jobb oldal alapjin az Ae®® + Bz + C lenne, de en-
nek az els6 tagja ugyanolyan alaki, mint a homogén megoldés els6 tagja,
ilyenkor azt mondjuk, hogy rezonalnak, és a prébafiiggvényt beszorozzuk
z-el. Viszont igy a homogén megoldds masodik tagjaval rezondlna, tehét
végiil az y, = Ar?e®® + Bx + C prébafiiggvényt hasznaljuk.

y, = 2Axe® + 2Ax%e* + B, y)l = 4Ax?e? + 8Are® + 2Ae*", ezeket
visszahelyettesitjiik az eredetibe, egyszeriisités utan az alabbi egyenlet jon

1
ki: 24e%® + 4Bx — 4B + 4C = €** + 4x, ebbdl A = 3 B=1, C =1,
1
tehat az dltaldnos megoldds: y = c1e® + coxe®® + 5:0262”” +x+1.

2. Feladat: Az aldbbi feladatokban felirt differencidlegyenletekrdl allapitsuk
meg, hogy egzakt-e vagy egzakttd tehetb-e; ha igen, akkor oldjuk meg!

a) 2x + 2siny + (2zcosy —siny)y’ =0
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b) (1 —zy) + (zy —2*)y’ =0
c) cosx —e Tsiny + (e *cosy)y =0

2y(z — 1)
In(y? + 1)+ 2o~
O In(y” + 1)+ = 5

e) 3x2 + 6zy® + (62%y + 4y°)y’ =0
) y+ (ye" = 1)y’ =0

y =0

Megoldds:

Akkor egzakt egy DE, ha P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 esetén van olyan u(z,y)

fiiggvény, hogy P = uj és Q = uy, ilyenkor a megoldds u(z,y) = c. Ezt

tigy tudjuk ellendrizni, hogy ha egzakt, akkor P, = Q.

Van, hogy csak azutan lesz egzakt egy DE, hogy egy tn. multiplikdtor
/ !/ /

/

fiiggvénnyel beszorozzuk. Ha —£——= csak z-tdl fiigg vagy % csak

y-t6l, akkor létezik ilyen multiplikator fliggvény, aminek logaritmusa a
fenti kifejezések integraldséval kaphaté meg (nyilvan azt integréljuk, ame-
lyikre igaz volt, hogy legfeljebb csak egy véaltozdtdl fiigg).

a) P‘; =2cosy, Q. =2cosy, tehat egzakt a DE.

x
u(z,y) = [2z 4 2siny dz = 2 + 2xsiny + ¢(y), mivel u), = Q, ezért
2z cosy + ' (y) =2xcosy —siny = /(y) = —siny — ¢(y) = cosy

Az &ltaldnos megoldas tehat: u(x,y) = 22 + 2z siny + cosy

b) P, = —x, Q, =y — 2x, tehdt a DE nem egzakt. Van-e multiplikdtor
fliggvény, amivel azzd tehet?
/ !/
by~ @ - 279 _ 71, mivel csak z-t0l fiigg, ezért van megfeleld
Q Ty — 12 T

multiplikdtor fliggvény. InM(z) = f—idw = —Inz + ¢. A multip-
likator fiiggvények koziil valaszthatjuk barmelyiket, most vélasszuk az
egyszertiség kedvéért a ¢ = 0 esetet, igy In M(x) = Inx~!, azaz M(z) =
1

— — ezzel szorozzuk be az eredeti egyenletet és nézziik meg, hogy
x
valéban egzakt lett-e az egyenlet:

DE: (% —y)+ (y — x)y = 0, itt az elsd tag y szerinti derivaltja —1,
a masodik tag x szerinti derivaltja szintén —1, {gy valéban egzakt lett.
Innentdl az el6z6 feladathoz hasonléan oldjuk meg:
2
Y 1
u(z,y) = Jy—wdy =5 —ay+cle) = —y+d@) = — -y
2

1
d(xz) = — — ¢(x) = Inz =4altaldnos mo: u(x,y) = % —zy+nz=c
z
c) Py =—e "cosy, Q, = —e " cosy, tehat egzakt.
u= [cosz—e “sinydr =sinz+e “siny+c(y) — e “cosy+c(y) =
e T cosy, tehdt /(y) = c(y) = 0 = wu(z,y) = sinz + e “siny = c a
megoldas.



1 2y
d P =——.2 I = —2 _ tehdt kt.
U= fln(y2+1)d:v =xn(y?+1)+c(y) — _r 2y+d(y) = 2yL -1 =
) y?+1 y? +1
zry

— — / = - = _1 2 1 — 5
e | (y) Fri W nly* + 1] = u(z,y)
z-ln(y?+1)—In(y? +1)= (z—1) In(y* + 1) = ¢ a megoldés.
e) Py = 12xy, Q) = 12xy, tehdt egzakt a diffegy.
uw= [3z%+ 6zy’dr = 23 + 32%y? + c(y) — Uy = 622y + ' (y) = 62%y +
4% — (y) = 4y° — c(y) = y* = 23 + 32%y? + y* = ¢ a megoldds.

P —qQ
f) P) =1, Q), = ye®, tehdt nem egzakt, de azzé tehetd, mivel % =
1 —ye® e

: =—1l-hM@) =[-ldt=—2— M@)=e*=
yel‘ i

Az egzaktta alakitott DE: ye™® + (y — e )y’ = 0 (e~* mindkét parciélis
derivélt, tehat tényleg egzakt.)
u= [ye "dr=—ye " +c(y) — —e T+ (y)=—eT+y—

2 2

dy)=y—cly) = % — —ye "+ % = ¢ a megoldas.

. Feladat: Hatarozzuk meg az alabbi egzakt diferencidlegyenleteknek azt a
partikularis megoldédsat, amely eleget tesz a feladatban megadott kezdeti
feltételnek.

a) 2x + cosy — (xsiny)y’ =0, y(1) = 0;

b) 2zlny + ey + (- +et)y =0, y(0) =2

c) 3¢%y® — 2zy + (22%y — )y’ =0, y(1) =2;
Megoldds:
a)u= [2x+cosy de =a®+zcosy+c(y) = u, =Q: —zsiny+¢(y) =
—zsiny — (y) = c¢(y) = 0 = 4ltaldnos megold4s:
u(x,y) = 2 + x cosy = ¢, partikularis megoldas: 12 +1cos0=c — ¢ =2
b)u= [+ dy = e lny + e’ + c(z) — 2wy +ye” + /() =

2zIny + ey — c(z) = 0 = &ltalanos megoldds: z?Iny + ye® = ¢ —
partikuléris megoldés: 2¢° =2 =¢

c) u = [3z%y? —2zy do = 23y? — 2%y + c(y) — 223y — 2® + I (y) =
Q — c(y) = 0 = 4ltalanos megoldas: x3y? — 2%y = ¢ — partikuldris
megoldés: 1322 —122 =2 =c¢



