Matematika A3k

4. Feladatsor

Megoldasok

1. Feladat: Vizsgaljuk meg, hogy harmonikusak-e az aldbbi fligvények az
értelmezési tartomédnyukon!

2 2

a) up =e” Y b) ug =z” + 2z —y> ) uz = In(a® +y?)
Megoldds: , )
harmonikus v +— % + g—yg =0
a) % = 2ew2_y2(2$2 + 1), gzg = 2e7 Y (2y% + 1) — u; nem harm.
b) 882;22 =2, gZZ = —2 — uy harmonikus
c) % =-2- %, (;2;26 =2 % — ug harmonikus

2. Feladat: Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi kétvaltozos valds fliggvények
lehetnek-e valamely f komplex fliggvény valds vagy valamely g komplex
fliggvény képzetes részei; ha igen, akkor hatarozzuk meg f, illetve g de-
rivaltjat!
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a)up =3z —y*)+2y+1 l))1¢2—x27+y2

Megoldds:
Ha « harmonikus, akkor lehet valamely f komplex fliggvény valds vagy
valamely g komplex fliggvény képzetes része. A fiiggvény deriviltja csak

u hasznalatdval is felirhat6, ha f reguléris: f' = e za—u Ha u a
€z Y
0 0
képzetes része a fliggvénynek, akkor u = v: ¢’ = @ + i—v
oy ox
o2 02
a) Wu; =6, Wuj = —6 — wuy harmonikus
f1(z) = 6z 4+ i(6y — 2) = 62 — 21, gj(2) =2 — 6y + ibx = 6iz + 2
2_z2+4i2z —2zy—+i(y?—=? i
b) s o, 4(2) = CSEatiE = &, gh(2) = U =
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3. Feladat: Hatdrozzuk meg azt az f(z) = u(x,y)+iv(z,y) (z = 2 +1iy) kom-
plex fiiggvényt, amely az értelmezési tartomanyan reguldris, a 2y pontban
a megadott wy = f(20) értéket veszi fel, és amelynek az u valds vagy a v
képzetes része a megadott kétvaltozds valds fiiggvény:

a) uy = 2® =32y, fi(i+1)=2i
b) ve =xy, fai—1)=-—

Megoldds:
Az eléz6 feladatokhoz hasonléan meg tudjuk adni f derivaltjat, azt in-
tegraljuk, és a c konstans értékét a wo = f(zo) alapjan szamoljuk ki.
a) f1 =322 =3y +ibry =322 = [ fl=24+ic—> (1+i)* +c=2i -
c=—2
b) fo=atyi=z— [f;= 2—i—C—>(1 ok +c=—-1—=c=0

4. Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi f komplex fiigvények integraljat az adott
irdnyitott G gérbe mentén!

a) fi(z) = Re(z), G a 0 kezdSponti, 1 + i végponti szakasz
b) f2(z) = |z|Z, G valds sikbeli, 0 kp-1, 1 sugari félkor pozitiv forgdsirdnnyal
2
) f3(z) = Zl_ , G koriv pozitiv forgdsirdnnyal, amelyre |z| = 2, Im(z) <0
) fa(2)

fa(z) = €*, G valés tengely alatti, 0 kp-1, 2 sugaru félkér pozitiv forgdsirdnnyal.

Megoldds:
a) G egy paraméteres egyenlete: z(t) =t(1+4), 0<t<1
f(z) folytonos a komplex szzlimsfkon, ezért [, Rezdz = fol Rez(t)2/(t) dt =
[ (1 +i)dt = (1+1) {%}0 = L
b) G egy paraméteres egyenlete: z(t) = e!, 0<t<m
Jolzlzdz = [ e7 e idt =ilt]g =i
c¢) G egy paraméteres egyenlete: z(t) = 2, w<t<or
[ 22 dz = [77 26722 9jeit dt = 4 + 27

z s

d) G egy paraméteres egyenlete: z(t) = 2¢, 7 <t <2r

i . 2™ i2m i
1. mo: [,e*dz= fjﬂ 2" 2jeit dt = [626 t] = 2" _ o2 = g2 _ 2

s

2. mo: mivel f(z) reguldris fliggvény, ezért a kezdd- és végpont kozott
tetszoOleges gorbén integralva ugyanazt az eredményt kapjuk, ezért vdlasszuk
ki pl. a z(t) =t (-2 < t < 2) gorbét, mert azzal egyszeriibb a szdmolas:
fG efdz = ffz etdt =e? —e2
3. mo: e® primitiv fliggvényét ismerjilk (6nmaga), ezért haszndlhatjuk a

Newton-Leibniz formulét: f G e*dz=¢?—e 2



